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MANFRCD SOMMER 
1. EINILEITUNG 
Es sei E ein normierter Vektorraum iiber dem K&-per der reellen oder 
komplexen Zahlen und I; eine nichtleere Teilmenge von E. Wenn fur ein 
Elementfaus E und ein Element L’,, aus V iI f ~ c,, 1’ I< I’,[ ~ 2% i/ fiir alle z: aus 
1’ gilt, so heil3t c,, MinimallGsung fiir J’ beziiglich V. Zur Charakterisierung 
von MinimallSsungen in normierten Vektorrlumen werden von Brosowski [2] 
zwei Verallgemeinerungen des Kolmogoroffschen Kriteriums aus der Theorie 
der Tschebyscheff-Approximation, das globale und das lokale Kolmo- 
goroffsche Kriterium, verwendet. Das globale Kolmogoroffsche K.riterium 
bildet ein stets hinreichendes Kriterium fur eine Minimallijsung und stellt 
bei der Approximation durch Elemente aus linearen Raumen [4] und aus 
konvexen Mengen [3] sogar eine notwendige Bedingung dar. Im allgemeinen 
ist es jedoch nicht notwendig. Brosowski [Z] charakterisiert mit Hilfe linearer 
Funktionale sogenannte regullre Mengen in normierten Vektorrlumen und 
zeigt, dab eine Teilmenge V von E genau dann regular ist, wenn jede 
Minimalliisung beztiglich V dem globalen Kolmogoroffschen Kriterium 
gentigt. Er nennt diese Mengen such Kolmogoroff-Mengen 1. Art. I m 1. Teil 
dieser Arbeit werden die regularen Mengen durch Eigenschaften von 
Hyperebenen charakterisiert, weil uns diese Art der Charakterisierung eine 
anschaulichere Vorstellung tiber die Gestalt der regularen Mengen zu geben 
scheint. Wir nennen die so charakterisierten Mengen H-regular. Im zweiten 
Teil dieser Arbeit wird gezeigt, daB alle Mengen, die in gleichen Punkten 
H-regular sind, eine beziiglich dieser Eigenschaft maximale Obermenge 
besitzen. Diese maximalen Mengen werden mit Hilfe des lokalen 
Kolmogoroffschen Kriteriums erzeugt. 
In der Arbeit werden folgende Bezeichnungen verwendet: 
P !.(.f) ist die Menge der Minimallijsungen fur ein Elementfbeziiglich V. 
K,(x) --= (y E E: ‘1 x - J 11 : rj fiir Y =i 0 
K,.(x) =. {y E E: ;I s - ~3 II < rj fur r > 0 
Rd K,(x) := K,.(x):,K,.(x) fur r > 0 
Fur r :: 0 sei K,(s) : {x} und K,(x) = c. 
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2. CHARAKTERISIERUNG DER KOLMOGOROFF-MENGEN 1. ART DURCI-I 
EIGENSCHAFTEN VON HYPEREBENEN 
Wir ordnen jedem Element f aus E die Teilmenge des Dualraums E” 
Z; {L c E*: ii L ‘~ -:I 1, L(f) = J: 
zu. Man nennt sie die Menge der Abweichungsfunktionale von f: Sie ist 
o(E*, E)-kompakt, konvex und nichtleer, besitzt also nach dem Satz von 
Krein-Milman Extremalpunkte, deren Menge wir mit Ef bezeichnen. 
Nun lautet das globale Kolmogoroffsche Kriterium: 
HILFSSATZ 1. Gilt ftir alle c’ aus V 
min Re L(@ ~-- co) :< 0 wit I’, aus L, 
LEEf-t” 
so ist tiO tine Mi,?inlalliislmg,fiir f beziiglich V. 
Einen Beweis findet man bei Brosowski [l]. 
Da die Umkehrung im allgemeinen nicht gilt, nennt man eine nichtleere 
Teilmenge V von E eine Kolmogoroff-Menge 1. Art, wenn jede Minimal- 
lijsung beziiglich V diesem Kriterium geniigt. Brosowski [2] hat die 
Kolmogoroff-Mengen 1. Art durch Eigenschaften linearer Funktionale 
charakterisiert. Da zwischen linearen Funktionalen und Hyperebenen ein 
enger Zusammenhang besteht, wird in dieser Arbeit eine Charakterisierung 
der Kolmogoroff-Mengen I. Art durch Hyperebenen vorgenommen. Dazu 
benatigt man einige Voraussetzungen. 
DEFINITION 1. Es sei E ein normierter Vektorraum, s ein Element von E 
und r eine positive Zahl. Eine Teilmenge A von E heiljt Stiitzrnenge von 
E,.(x), wenn 
ist. 1st A eine Hyperebene von E, so hei& A Stiitzhyperebene von R,(x). 
HILFsS.4Tz 2. E, x und I’ seien wie oben gegeben. l3.k jedes L aus E* wit 
Ii L I/ == 1 stiitzt die Hyperebene H in E, rlefiniert dzrrch, 
H -= { y E E: L(x -~ y) -~ : r] : (~1 t E: L(y) z L(x) -- r) (1) 
die Kzrgel K,(x) und fiir jede Stiitzhyperebene H uon R,(x) exist&t eindeutig 
ein L aus E* mit /I L II = 1, so da4 (1) gilt. 
Der Hilfssatz wurde von Singer [4] bewiesen. 
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DEFINITION 2. Es sei H eine Hyperebene in Emit H == (y E E: L(y) = a}. 
Dann liegen zwei Elemente g, h aus E auf der gleichen Seite von H (bzw. echt 
uuf der gleichen Seite von H), wenn 
(g, h} C {y: Re L(y) ;Z Re a} oder (g, /z] C {JK Re L(y) < Re a) 
(bzw. wenn 
(g, h} C{y: Re L(y) > Re a] oder (g, hj C {y: Re L(y) < Re a}) 
gilt. 
Aus Hilfssatz 2 folgt sofort, dab fur jedes L aus L’-,.” die Hyperebene H, 
definiert durch 
H = fy~E:L(f--y) = jlf- v,j,:, 
eine Stiitzhyperebene an K,,,-,0I,(f) mit z+, in H ist. ;‘e,-,” bezeichne die 
Menge aller Stiitzhyperebenen an R,,,~,,OI,(f) im Punkt v,, . 
Fur jedes v aus E sei auI3erdem XY,(vO) die Menge aller Hyperebenen H 
in Emit v0 in H, so da0 v und f echt auf der gleichen Seite von H liegen. 
Als letztes Hilfsmittel beniitigen wir einen 3. Hilfssatz: 
HILFSSATZ 3. Gegeben seien f und L+, aus E mit f # v,, und ein reelles h nzit 
0 < h < 4 jj f - L’,, 11. Dam gilt fiir jedes v aus K,(v,) und fiir jedes H aus 
G’&: H n (f + {“(v -f): a: E W}) ist einelernentig. 
Beweis. Wegen HE A$+,, . ist mfirsH 1i.f - h 11 == /j f - v. Jj. Fiir jedes 
v g K,(r,) gilt auflerdem: 
Deshalb folgt f - v + v. $ H und, da z10 E H liegt, 
{a(v -f): a E W} n (H - v,) = (0). 
Daraus ergibt sich die Behauptung. 
Nun kijnnen die Kolmogoroff-Mengen 1. Art durch Eigenschaften von 
Hyperebenen charakterisiert werden. 
DEFINITION 3. Es sei V eine nichtleere Teilmenge von E und z’,, ein 
Element aus V. V heif3t H-reguliir in v,, , wenn fur jedes Element f aus E\F, 
fur jedes Element v aus V mit &‘& enthalten in y%;,71(v,,) und fur alle reellen h 
mit 0 < X < 4 II f - v0 // ein Element V~ aus V und ein H aus XfeV, existieren, 
so da0 folgende Bedingungen erfiillt sind: 
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(a) Fiir 
und 
giit: 
fund z:,\ liegen e&t auf der gleichen Seitc von (r” ~~ 2:‘) i- H. 
(bj I; i’,\ - 1’” ;/ < x 
P’ heil3t H-reguliir, wenn V in jedem Punkt I-i-regulgr ist. 
Dann lautet der Charakterisierungssatz fiir Kolmogoroff-Mengen 1. Art: 
SATZ 1. Es sei V rinr Teiltnetrge wtt E. Dam ist V H-regullir genmt ~IUIIII, 
wetm V rine Kolttlogor~~~Mnlge I Arr ist. 
Der Beweis stiitzt sich auf folgende HilfsGtze: 
Einen Beweis findet man bei Brosowski [l]. 
HILFSSATZ 5. Eine Teilmwge b. eitws t~omiertcn Ruutnes E sei in I‘(, UUS 
V H-reguliir. AztJ3erdenz existiere fiir ein ,f‘ aus E\F ein z‘ aus F’ wit film,.,, 
entkalfen in X, ,,,( c,,). Dunn ist I:~ keine Mit~itmlliisut~g fiirf heziiglich V. 
Beweis. Wegen der Voraussetzungen existieren fiir allc reellen h mit 
0 XI h -‘I 4 1’ f ~~ I’,) ~1 ein l’,, E G’ und ein H t I%j-lo mit: z’,+ und .f liegen echt 
auf der gleichen Seite von 
($’ .._ v’) .I. H und es gilt ‘/ D,, ~~ I’,) /I c A. 
Da (/I” -- 1.‘) + H eine Hyperebene ist. existieren ein c c K und ein L E E* mit 
(2,’ - 1”) -:- H == {J*E E: L(y) c;. 
Deshalb ist Re L(f) .b Re c oder Re L(,f‘) <: Re c. Es geniigt, den Fall 
Re L(f) Y- Re c zu betrachten (der Beweis verlguft im anderen Fall analog). 
Wegen der Voraussetzungen ist damit such Re L(l),,) :. Re c’. 
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Nun ist U” nach Definition 3 folgendermahen gebildet: 
Wegen v’ E H ist v” E (v” - 2;‘) +- H und damit Re L(d) -= Re c. Nun kann 
die Annahme ;if- u. ]I < iif- v, (/ zum Widerspruch gefiihrt werden. Es 
folgt namlich: 
Re L(v”) > Re c (1 - &&$] + 51% Re c = Re c. 
A 
Dies ist ein Widerspruch und deshalb gilt ,If - v. :I > 11f - II,, 11, also ist 
2’0 $ Pdf). 
Beweis van Satz 1. Zunachst sei V Ii-regular in L’~ und z?~ E P,(f) fur ein 
.f~ E\E Nach Hilfssatz 5 existiert deshalb zu jedem v E V ein H E %& mit 
II 6 %f,v(~o), dh. es existiert eine Stiitzhyperebene H an Klir~r,II(f) in u. , so 
da0 f und v nicht echt auf der gleichen Seite von H liegen. Da HE YZ;-.~, ist, 
existiert nach Hilfssatz 2 ein L E L’f-v, mit 
H = {u E E: L(J’- ,I’) = /if- Zig iI>. 
Also gilt fiir alle w E H: Re L(w) = Re Lf) - /if - u. I/. Fur J‘ und v gilt 
deshalb wegen Re L(f) > Re L(f) - i’f- ql Ij: 
Re L(v) < Re L(f) - Iif- v. I/ = Re L(v,). 
Daraus ergibt sich Re L(v - vo) < 0 fur ein L E A’:,_,o . 
Nach Hilfssatz 4 existiert dann ein L E E,-,,0 mit Re L(v - co) < 0, also 
ist V eine Kolmogoroff-Menge 1. Art. 
Nun seien ein f E E\ i7 und ein v0 E V gegeben. AuBerdem existiere ein v E V 
mit %& C Pf,(vo). Fur alle H E && gilt also nach Voraussetzung, dat.3 f 
und v echt auf der gleichen Seite von H liegen. Dann gilt fur alle 
L E Z;-,. Re L(v) > Re L(v,). Also ist Re L(v - uo) > 0 fur alle L s Efbvo . 
Da V nach Voraussetzung eine Kolmogoroff-Menge 1. Art ist, ist v. g: Pv( f). 
Nun sei ein reelles h mit 0 < h s< 4 /If - v. I/ beliebig gewahlt. Wir 
konstruieren ein V~ E V mit den gewiinschten Eigenschaften. 
Es sei 6 : = X/(2 /if - v. I\)(f - vo) + v. . Wegen Z;-,0 = JY:ij-z,O ist 
E,_,+ = E,-++ und deshalb Re L(v - uo) > 0 fur alle L E EemTlo . Da. V eine 
Kolmogoroff-Menge 1. Art ist, ist v. $ P&T). Deshalb existiert ein v,, E V mit 
jl 1; - v,\ 11 < /I 6 - zlo jj = h/2 und 
II VA - vo II < II VA - 5 II + II 6 - vo II -c A. 
108 MANFRED SOMMER 
AuRerdem ist 
;~,f’ -- /I,\ ~, .:; l’f’- p ‘, + 1 6 - I’A /, 
-= :i(J‘- ~ f’,,)( 1 - A/(7 1 ,I’- I!0 1 )),I + I- - I’* 1: 
< ‘if-- L’o / - h/2 + x/2 = \\f -~~. 2:() i
Nun sei HE T?&~,.~, beliebig. Man bilde P’ und L’ geman Definition 3. Wegen 
I1.f’ - I’,, i ;.I f’-~- c,, ~ :- f’- I.” I, und 1.” ,f’ (i ,f’ r,) !,/:I J‘ ~ L;,, ~ )(z?, --.f) 
ist l’,j r{($+ (1 ~-- ~l)l.~: 0 J-_ #I . 1). Es muB noch gezeigt werden, da0 f 
und r,, echt auf der gleichen Seite von (a” .~~ 2%‘) -I- H liegen. Da nach 
Voraussetzung f # I’,, und 0 -:’ X ’ 1 ~ f I’,, ist, folgt nach Hilfssatz 3: 
If n (,I’ ‘~ fLk(r,, -,f): I F EC]] 
ist einelementig. 
Wegen L:‘, I.” E (,f ~-- ((~(c,, --,f‘): &)L t- Wi) und v” E (Y - 1.‘) + N ergibt sich 
deshalb: 
((0” - 0’) -I- H) n (,f‘-I- {,~(o, -f): ?i E W)) 
_ ((f.” .I (.‘) ~;~ H) n (!.” - 1.’ mk,f‘ -t (N(/$ -- ,f): m G W]) 
= {v”), 
also ist {af+ (1 .- n)v”: 0 -1 cx ; I) n ((13” -~ v’) + H) == '-I. 
Nun existieren ein L E E* und ein c (- K mit 
L’ ‘f ~- (.’ .). H (w: L(w) = c;. 
Daf’# (L;” - 1.‘) -k N liegt, o milt entweder Re L(f) .. Re I’ = Re L(c”) oder 
Re L(f) < Re c .~ Re L(C). Es genii@, den Fall Re f.(f) >, Re I’ zu 
betrachten. 
und damit 
Re c --: Re L(v,+). 
Also liegen f und P,, echt auf der gleichen Seite von 6’ -- 21’ + IT. 
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3. EIN'RETTUNG VON KOLMOGOROFF-MENGEN 1. ART MIT HILFE DIIS I,OKALE\J 
KOLMOGOROFFSCHEN KRITERIUMS 
Zur Formulierung des lokalen Kolmogoroffschen Kriteriums beniitigt man 
folgende Menge. 
Es sei E ein normierter Vektorraum und L’ eine Teilmenge von I:. Jedem 
Element 1’” aus V ordnen wir die Menge der Elemente ,y aus E zu. fiir die gilt: 
Fiir jede Umgebung 0 von <y und fiir alle positiven reellen E existiert eine 
reclle Zahl q mit 0 < 77 --c E und ein Element ‘7’ aus L’ mit I’,, + 7s” aus V. 
Diese Menge ist ein nichtleerer abgeschlosaener Kegel mit dem Scheitel 0. 
Man nennt sie k’[tl,, ; P’]. 
Dann lautet das lokale Kolmogoroffsche Kriterium: 
~HILFSSATZ I. 1st rC, eine Mini~~mlliismg fik das Elenwnt ,f beziiglich V, 
so gilt,fCr alle II am K[r, : V]: 
Einen Beweis findet man bei Brosowski [I]. 
Unter Verwendung des globalen Kolmogoroffschen Kriterium:s ergibt 
sich sofort 
FOLCERUNG I. Ist u0 Mini/,2alliiszwg,fiir f beziiglich V, so ist 0 A4inimal- 
liiszrng,fiir ,f - ~1~ beziiglich K[rr,, ; V]. 
Das lokale Kolmogoroffsche Kriterium gilt fiir alle Teilmengen V von E, 
fiir die ~1,) eine Minimalliisung fiir ,f ist. Man kann deshalb untersuchen, 
ob man ein V so wlhlen kann, daB unter der Bedingung, daB z‘~ Minimal- 
liisung fir .f beziiglich V bleibt, die Menge K[v, ; V] maximal wird. Dazu 
dient der ngchste Hilfssatz. 
HILFSSATZ 2. Es sei V eine Teilrnenge ekes norrnierten Raunzes 17 und L+, 
aus V eine Mi~~in~alliisung fiir f beziiglich V. AuJerdeem sei ein E > 0 beliebig 
gegeben. Dam gilt fiir ,jede Metlge 
F< := v u c (6, +,,l(f) f-l K,(q))): 
K,( c,) 
(ai q) E &i(f) 
(b) ist D” E Pp(f),fiir eine Teilmenge c’ z’on E, so ist K[rO ; p] C K[c, ; 17J 
(c) fiir cl > 0, Ed > 0 gilt: K[P,, ; PC’,,] = K[u,, ; F?,,,], die Menge 
K[ro ; PC] ist also,fiir jede Wuhl uon E :- 0 gleich 
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Beweis. (a) ist trivi~ierweise erfiilit wegen der Konstruktion von Fe . 
(b) Es sei r- eine Teilmenge von E mit ZI,, E Pp(f) und g E K[q, ; p] mit 
g f 0. 
(i) (c, + Xg: h 1; 0;. i3 I&-. ,.,,I(f) ---- 5 . 
Nach Folgerung 1 gilt: 0 E Pxi.,; rrCf’ ~-- tbj und deshalb ist q, E: Poo+g~r,; k,(f). 
Da (r;, -+ xg: x 3; O> C q, -+ kl[q, ; r] ist, folgt die Behauptung. 
(ii) g f k’[~” ; PC] fur alle E > 0. 
Es sei e0 mit 0 4 c0 :Z min( 1, E) fiir ein E ,;a 0 und die Umgebung U == I!& 
gegeben, wobei 0 < c1 < cu ist. Man bilde g’ E U mit 
2:igi ~.E 
.=.- -i---- .-1 
2 ,/ g I’ 
‘ft. 
Fiir 
und damit z:~ -I- ~g’ E P, . Wegen der Definition von K[u, ; tie] ist deshalb 
g E K[Q ; FJ. Da au~erdel~l stets 0 f K[a,) ; P] n I([P, : v,] gilt, folgt 
quo ; P] c K[t~(] ; F<] .
(c) Es sei E~ > 0, Ed > 0. Da L+, E PpcI(f) n PpeZ(f) gilt, ist nach (b) 
sowohl K[q, ; P,J C k’[v,, ; FeLe] als such K[r+) ; v,J C K[v, ; 1’,,]. 
Da K]r+, ; VJ fiir jedes E >, 0 gleich ist: wird diese Menge ab sofort nur 
noch mit iu[q, ; 81 bezeichnet. 
Aus Hilfssatz 2 ergibt sich folgende Erweiterung des lokalen Kolmo- 
goroffschen Kriteriums: 
HILFSSATZ 3. Ist u, eine Miniunalliisung fiir,/‘beztigliclz V, so gilt,fiir alle il 
aus K[u,~ ; P]: 
I;n$n, Re Q/r) ::< 0. 
I f'. 
Als nZcbstes sol1 gezeigt werden, daR jede Kolmogoroff-~enge 1. Art V t’iir 
ein beliebiges Element L:” aus C’ in I’,, I- K[v,, ; P] enthalten ist. Wie ein 
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Beispiel zeigen wird, ist dies fur 1:” + K[r, ; V] im allgemeinen nicht der Fall. 
Fur diese Einbettung wahlt man eine andere Charakterisierung der 
Kolmogoroff-Mengen I. Art. 
DEFINITION 1. v0 heit3t ein solarer Pwkt von V, wenn fiir jedes Ellementf, 
fur das z?,, eine Minimallbsung beztiglich V ist, und fiir alle h 17, I gilt: r0 ist 
MinimallBsung fur ZI,, + x(f - 2:“) beztiglich V. 1st jeder Punkt von C’ solar, 
so hei0t V eine a-Sonlze. 
SA v I Fiir eke Teihenge V POH E sind,folgende Aussagen gleid~wertig: 
(a) V ist eine KolmogorofJ’Menge I. Art 
(b) V ist eine wSonne 
(c) V ist reguliiv 
(d) V ist H-reguliir 
(b) -::- (c) wurde von Brosowski [I] bewiesen. 
SATZ 2. Es sei V eine Teihenge eines normierten Raurms E und u,) aus V 
sei eitl solarer Ptmkt 0011 V. Ist u. Minimall6smg fiir f am E beziiglicfz V, 
so gilt: 
V C v,, + K[zi, ; I;;]. 
Beweis. (a) Es existiere kein ,ft E\,V mit u,, E p,(f). Da aber dann 
{zs,,) = P,(z’,) ist, bilde man wie in Hilfssatz 2 fur J’ =x z‘,, und ein 
E ;> 0 Fc xz VU K,(c,). Dann gilt aber K[c, ; p] =~= E und somit ist 
v c I‘,, -t K[r, ; V]. 
(b) Es seif E E’l,V mit u,, E p,(f). Man bilde fur ein E > 0 K[c, ; f]. 
Nun sei q E V. Da 23” ein solarer Punkt von V ist, also nach Satz I das 
globale Kolmogoroffsche Kriterium erfiillt, gilt 
Es sei a : = infLtT,-l,O Re L(rr -- l*o). Wegen (I) ist a -: 0. Da Zf+l.O a~(&?, E)- 
kompakt und Re L(z!, - r,,) in L t E* o(E*, E)-stetig ist, ist die Menge 
H = {L e Zf+ : Re L(r, - q,) = a: 
nichtleer. Sie ist aunerdem konvex und o(E*, E)-abgeschlossen und als 
Teilmenge von Z,+, somit g(E*, E)-kompakt, besitzt also nach Krein- 
Milman Extremalpu~kte. Also existiert ein Extremalpunkt L von II nut 
Re L(v, - z+,) = a = rnf Re L(I’, - r.,,). I,51‘,~“o 
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Dieses L. ist deshalb such ein Extremalpunkt von 2;+,0 . Piir dieses L E E,-,O 
und alle h :‘: 0 gilt: 
Wegen Re L(j) z Re L(u,) T iIJ’ -~ z!,, I ;T Re L(P,,) liegen deshalb f und 
die Menge (c,) -~~- h(c, ~~~ Q): h , 0) nicht auf der gleichen Seite von der zu L 
gehijrigen Stiitzhyperebene H an KiIj- ,,,I(.f) in c’,, mit 
Deshalb gilt: (z%(, -~ h(z~, ~~~ c,,): X : 0; CT K,,m,o,,(f) ~~ a. Nun kann der 
Beweis von Hilfssatz 2(b) auf das Element ‘q ~~~ p1 - c,, angewendet werden. 
Daraus ergibt sich: 
Unter Verwendung von Satz 1 ergibt sich: 
FOLGERUNG~. Es sei V eiilc Koltt~ogorc$j‘~MeMge 1. Art in eittem normierfen 
Ratrm E. 1st rO nus V Minitnalltisrn~,~ fiir,f aus E beziigliclz V. so gilt: 
C’C I’(, /- K[P,, ; rq. 
Satz 2 und Folgerung 2 haben gezeigt, dali sich tine Kolmogoroff-Menge 1. 
Art V in eine Menge der Form I’(, + K[r*,, ; p] einbetten IBBt, wobei aber 
K[c,, ; r] nach Hilfssatz 2 nur mit Hilfe von li gebildet wcrden kann. Nun ist 
es sogar miiglich, zu allen Kolmogoroff-Mengen 1. Art P’, die ein gemein- 
sames Element L’~ besitzen, welches Minimalliisung fiir ein f aus E ist, eine 
gemeinsame Obermenge der Form L’,, + K[v,, ; @;I, wobei Iv tine beliebigc 
Kolmogoroff-Menge I. Art der eben beschriebenen Art ist, so zu finden, 
da13 u,, such Minimallasung fiirfbeziiglich 1‘” + K[v, ; IF] ist. 
KATZ 3. Es sei ‘ff,,,O das System nller Teiltnengen W ekes normierfetl 
Raumrs E mit L’~ aus W, zjO ist solurer Put&t cot! W utdfaus E besitzt L+, uls 
A4itzitnall&sisl~ttg beziigliclt W. Dante besitzt ,Yfv;, ) I, dus maximale Elemetl t 
L’” -t K[r,, : F], 11’0 V eitl beliebiges Eletnctlt rotI Yjl,,O ist, rlh. fik de W aus 
Y//;,L’o gilt: 
w c i’,, 1 K[r,, : fj. 
Beweis. Es sei ein V C- Y’;,?,, gegeben. ZunZchst wird gezeigt, da13 
co + K[P,, ; r’-] F %; .,.” ist. 
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(a) Da t+, E PY(f) ist, gilt nach Hilfssatz 2 fi.ir jedes E > 0: 
Nach Folgerung 1 ist dann I’~ E PcO.IK[l,,;p~(f), 
(b) Es sei ein g E E mit q, E PL.O+K[l,O;~l(g) gegeben. Da K[c, ; L’] ein 
Kegel mit Scheitel 0 ist, gilt fiir alle X :;- 1: 
nach Voraussetzung. Also ist I’” E P -k.[r,:,$~O + X( g - L.“)) und damit ist c0 
40 
ein solarer Punkt von c0 + K[zJ,, ; I, 1. 
Nun sei ein WE -t’;,v, gegeben. 
Da q, ein solarer Punkt von W ist, gilt nach Satz 2: 
AuDerdem gilt fiir beliebiges Vt 1; (. und fiir jedes t :- 0 nach Hilfssatz 2 
wegen o,, E P,vE(f): K[v, ; lp] C k’[c, 1 P] und daraus folgt WC .q, + K[r, ; I’]. 
Da nach Hilfssatz 2 wegen c,, E P@,(f) such K[r,, ; P] C K[c,, ; I%‘] jfolgt, ist 
fiir je zwei Elemente 1/: WE “L;..(,, 
K[P” : lP] = K[r,, : r]. 
Also ist das maximale Element c0 ,- A[tl,, ; I?] van Yf,{, eindeutig. 
Dieses maximale Element von Y; ‘L’ ist fiir ,f + c0 von E verschieden. 
Denn c0 ist eine MinimalGsung fiir j’ieziiglich q, L K[l.,, ; r’] und deshalb 
ist,fg 1:0 + K[zI, ; b]. 
Satz 3 kann insbesondere auf Kolmogoroff-Mengen 1. Art angewendet 
werden. Dann ergibt sich: 
FOLGERUNG 3. Es sei 1,’ eine Koltnogorqfl-Merzge 1. Art. Dam exisfiert zu 
jedeni L’(, aus V eitl Y;, u0 und V besikzt in diesem Mengem?-stem ein nmximales 
Elcwzei~t. Ist,f # cc, , so ist diese Obermetzge c’otz E rersclliedtw. Im al/gerneinen 
siml diese Obertnengen der Form q, +- K[z:, ; I’] h-eine KoImogoroflLMerrgelz I. 
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Ein Beispiel soll zeigen, da13 es notwendig war, die Menge K[c,, : V] zu 
K[L’,, : v] zu erweitern, urn die Einbettung van KolmogoroR-Mengen 1. Art 
in Mengen I’,, K[t,, ; LT] zu erhalten. 
Bekpiel. Es sei LY mm W und in R8’ sei die Maximumsnorm 11(x. y)il : mm 
max(~ x ~, J’ ~) gegeben. Dann gilt fiir die Menge V ~~~ ((s, ~3): x 0, ~1 0, 
x? i- j.2 == 11 und die Elemente ,f’ m= (0, 0) aus E, u,, _- ( x/2/2, d&2) aus k.: 
1’0 t P,.(.f). 
AuBerdem ist K[c,, ; V] {(s. ,I’): x . .I’ 0;. 
Da V eine a-Sonne und damit nach Satz 1 eine Kolmogoroff-Menge I. Art 
ist, gilt Vt Y’;,?,, . Wegen ~1, + K[z.,, ; 1’1 (ix, .v): x + ~3 \/?I ist V keine 
Teilmenge von L:,, J- K[z*, ; V]. Nach Folgerung 2 ist aber I/in u,, I- K[c,, : I?] 
enthalten. 
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